PRZYKLADOWE ZADANIA. ROZNE TYPY.

Pierwszy typ zadan. Réwnania o zmiennych rozdzielonych.

4
Zadanie 1. Dla jakich parametréow yo réwnanie y' = J;’Ql

7 2 warunkiem poczatkowym y(0) =

Yo ma rozwiazanie jednoznaczne na [0, c0)?

Zadanie 2. Dla jakich parametréow yg rownanie 3y’ = 6_3323/2 z warunkiem poczatkowym y(0) =
Yo ma rozwiazanie okreslone na [0, 00)? Dla jakich na (—o0,00)?

Zadanie 3. Dla rownania y' = (z + 1)y Iny:
e okresl, czy istniejg rozwiazania state?
e odpowiedz, przy jakich warunkach poczgtkowych rozwiazanie jest jednoznaczne?
e znajdz wszystkie rozwiazania ograniczone.

Zadanie 4. Niech y(z) bedzie rozwiazaniem rownania /' = z2(sin y)3/2

kowym y(1) = . Oblicz lim,_, y().

z warunkiem poczat-

Drugi typ zadan. Réwnania liniowe.

Zadanie 5. Wykaz, ze dla dowolnej ciaglej funkcji rosnacej a: R — R rownanie y' = a(x)y+1
ma co najwyzej jedno rozwigzanie, ktére jest ograniczone na calej proste;j.

Zadanie 6. Przypusémy, ze a(x) jest okresowe o okresie T i fOT a(xz) > 0. Wykaz, ze rownanie
y' = a(x)y nie ma niezerowych rozwiazan okresowych.

Zadanie 7. Wykaz, ze nie istnieje funkcja y(z) okreslona na dowolnym zbiorze otwartym
zawierajacym [0, 27], ktora jest klasy C?, spelia y(0) = 0, y(27) = 1 3 oraz y" = —y.

Zadanie 8. Niech b(z) bedzie funkcja ciagla i ograniczona na R. Wykaza¢, ze rownanie 3’ =
—y + b(x) ma dokladnie jedno rozwiazanie ograniczone na calej proste;.

Zadanie 9. Przypusémy, ze a(x) jest funkcja ciagla na prostej i a(x) > ¢ > 0 dla pewnego c.
Zalozmy, ze b(x) jest inna funkcja ciagta taka, ze limy_o0 b(x) = 0.
Wykaz, ze dowolne rozwiazanie rownania y' = —a(x)y + b(z) zbiega do 0 przy = — oo.

Trzeci typ zadan. Wspélrzedne biegunowe. Rozpatrujemy uktad

P o=—y+a@+y®-1)
g =x+y@®+y*-1).

Typowe zadania do tego ukladu, to: Znajdz wszystkie punkty (zg, ) takie, ze rozwiazanie
startujace z punktu (xo,yo) jest:

e jest okresowe;

e jest ograniczone w przod;

e jest ograniczone w tyl;

e nie przecina prostej y = 0 dla ¢t < 0.

Przykladowa odpowiedz: wszystkie rozwiazania startujace z kota {22 + y? = 1} sa ograniczo-
ne w przod i w tyl. Rozwiazania okresowe to rozwiazanie stale (nie trzeba tego pisac) oraz
rozwiazanie majace z2 4 y? = 1.

Uwaga: rozne tego typu zadania mozna mieé¢ wstawiajac & = —y +zf(r) iy = x + yf(r)
dla réznych fajnych funkcji f.

Czwarty typ zadan. Szacowania.
Zadanie 10. Wykaz, ze kazde rozwiazanie réwnania 3’ = = + 42 ucieka do nieskonczonosci w
skoriczonym czasie w przod.

Zadanie 11 (Trudniejsze). Rozpatrujemy uklad 3 = —x+52. Rozstrzygnij, czy istnieje yo > 0
takie, ze rozwiazanie z warunkiem poczatkowym y(0) = yo jest okreslone na calej polprostej

dodatnie;j. L



Zadanie 12. Niech F(z,y) bedzie gladka funckja o tej wlasnosci, ze dla pewnego L > 0
zachodzi |F(x,y)| < L|y| dla wszystkich (z,y) € R%. Wykaz, ze dowolne rozwigzanie réwnania
y' = F(z,y) jest okreslone na calej proste;j.

Zadanie 13. Niech z(t),y(t) bedzie rozwiazaniem ukltadu:

i =a? —y?

Yy = 2y,
takim ze y(0) # 0. Wykaz, ze limy—, 1+ (x(¢),y(t)) = (0,0).

Zadanie 14. Znajdz wszystkie rozwiazania nieograniczone uktadu
i =a° - 3;1¢y2
§ =32y —y”.
Uwaga: osoba, ktora zobaczy pewna regute dotyczaca dwoch powyzszych przyktadow z ta-
twoscia wymy$li kilka podobnych zadari.
Piaty typ zadan. Réwnania ruchu i portrety fazowe.

Zadanie 15. Narysuj portret fazowy uktadu & = —sinz.

Zadanie 16. Znajdz wszystkie rozwiazania okresowe uktadu & = —x2.

Uwaga. Te zadania rozwiazuje sie wprowadzajac catke pierwsza uktadu. Przypomnijmy, ze
uktad & = —U'(z), gdzie U jest funkcja gltadka a primowanie oznacza branie pochodniej po z,
ma calke pierwsza 342 + U(z).

Zadanie 17. Niech H = H(x1,...,Zn,Y1,...,Yn) bedzie funkcja klasy C2. Rozpatrujemy
uktad:

)
Z 5 _873/]-
_OH
Yj 87%

Sprawdz, ze funkcja H jest catka pierwsza tego uktadu.
Uwaga. H nazywa sie w fizyce Hamiltonianem a powyzszy uktad nazywa sie uktadem Hamil-
tonowskim. Wiecej mozna o tym przeczytaé¢ w jedynej stusznej ksigzce do mechaniki, autorstwa

Arnolda.

Uwaga. Znudzeni ¢wiczeniowcy (albo majacy zly dzieri) moga sie pokusi¢ o wprowadzenie
nawiasu Poissona i sprawdzenie tozsamosci {{F, G}, H} +{{G,H}, F}+{{H,F},G} =0, ale
uwazam to za sadyzm. To nie znaczy, ze calkowicie potepiam. ..

Zadanie 18 (By¢ moze fajne, a by¢ moze ghupie). Czy istnieja dwie funkcje f(x,y),g(z,y)
gladkie, o tej wlasnosci, ze uktad:

&= f(z,y)

g =yg(z,y)

ma doktadnie dwa punkty stacjonarne, ale nie ma zadnych innych rozwigzan ograniczonych?
Szosty typ zadan. Szeregi.

Zadanie 19. Niech y bedzie rozwigzaniem réwnania ' = = 4 y? z warunkiem poczatkowym
y(0) = 0. Znajdz kilka poczatkowych wyrazow rozwiniecia y(z) w szereg potegowy o srodku w
zerze. Oszacuj promieni zbieznosci tego szeregu.

Uwaga! Stowo ‘oszacuj’ oznacza koniecznos$é wykonania jakiegos rozumowania ktoére wypro-
dukuje wynik np. promien zbieznosci jest wiekszy niz 1/4.

Podobne zadania mozna robi¢. Szacowanie promienia zbieznosci zazwyczaj jest trudne.



Zadanie 20. Rozpatrujemy réwnanie y' = y + z + uy? z warunkiem poczatkowym y(0) = 0.
Oblicz %y(l)

Podobnych zadan mozna robi¢ duzo. Trzeba pamietaé, zeby réwnanie przy g = 0 dato sie
rozwiazac.



